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� � 摘 � 要: � 本文将文献[ 11]提出的连续电流模式( CCM ) PWM 变换器闭环系统的符号分析法推广于不连续导电模

式( DCM) PWM变换器闭环系统的稳态分析中,获得全符号表示的 DCM PWM 变换器闭环系统状态变量的直流解及纹

波解.
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Abstract: � An extension of Equivalent Small Parameter ( ESP) method to analysis of discontinuous conduction mode ( DCM)

PWM feedback controlled switching power converter systems is presented. The solutions are all symbolic expressions.
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1 � 引言
� � 状态空间平均法[1, 2]是分析开关功率变换器的一种普遍

采用的方法[3~ 5] . 但其平均模型与开关频率无关, 故存明显的

局限性[ 3~ 5] ;而且传统的状态空间平均法[ 2]分析 DCM PWM

变换器时得到的是不再含有电感电流的降阶模型, 但在 PFC

等电路中,电感电流是最终的控制目标, 模型中电感电流的消

失并不是我们所希望的. 文献[ 3~ 5]提出的一般化平均法需

人为地引入一小参量, 过于繁琐而不易理解. 等效小参量

法[7~ 9]结合了扰动法和谐波平衡法的优点, 无需人为引入小

参量, 是一种精度较高、分析相对简单、适于强非线性高阶系

统的符号分析法[11] . 文献[ 8~ 12]分别将其用于连续电流模

式( CCM )和多拓扑模式开环工作的功率变换器、CCM PWM 变

换器闭环系统的稳态分析当中, 本文则进一步将其推广至不

连续导电模式( DCM ) PWM 开关功率变换器闭环系统的稳态

分析,得到了全符号表示的闭环系统占空比和状态变量的直

流解及纹波解析解.

2 � DCM变换器闭环系统时变方程的建立
� � 参见图1,可将 DCM工作的PWM 变换器用时变状态微分

方程(1)描述[13] :

G0( p ) ( x) + G1 ( p )�f ( 1)
( x) + G3( p )�f ( 3)

( x) = u (1)

其中: p= d/ dt , Gi ( p )为算子 p 的多项式, 它们为同具体电路

有关的系数矩阵. u为同输入有关的常数向量, x 为整个闭环

系统状态变量向量. 对于基本的 PWM 变换器,强非线性函数:

f ( 1)= �(1) ( x+ e( 1) ) � f ( 3) = �( 3) ( x+ e (3) ) (2)

式中 e ( 1)、e ( 3)为常数向量.开关函数 �( 1) ( t ) , �( 3) ( t) (分别简

写为 �( 1) , �( 3) )定义为:

�( 1) ( t) =
1, � 0< t  d1( t)T

0, d1( t )T< t T

�( 3) ( t) =
1, � 0< t  [ 1- d3( t) ] T

0, � [ 1- d3( t) ] T < t  T

(3)

式中, �( 1) ( t ) = 1( 0)表示开关晶体管的通(断) , d1 为主开关

导通占空比. �( 3) ( t )= 1表示开关管和二极管均断开, �( 3) ( t)

= 0 则表示开关管和二极管中只有一个导通的情况. d 3表示

电感电流不连续阶段的占空比. 我们选取 �( 3)来建立开关变

换器系统在不连续导通模式下的时变微分方程的原因在于:

( a)当 �( 3) = 0 时式 ( 1) 即为系统在 CCM 下的时变微分方

程[ 12] ; ( b)从下文的分析可以看出, �(3)可展开成与 �( 1)相同

的级数形式.
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2�1 � 占空比 d1、d3 的确定

开关晶体管的导通或截止是由反馈补偿网络确定, 因此

d1 的确定同 CCM PWM闭环系统的一样[ 12] , 即它可示成系统

状态变量的线性函数:

d 1( t) = K0+ K 1x( d1T ) (4)

式中,系数 K0 , K1 根据具体电路来确定. ts= d1T ,表示开关晶

体管切换的时刻.用等效小参量法分析开关变换器时, 将稳态

周期解展开为[8~ 12] :

x= x0+ �x1+ �2x2+  + �ix i+  (5)

式中: x0包含 x 的主振荡分量.小量标记 �i 用于指明 xi 为 x0

的 i 阶小量.当需给定具体数值时, 令 �= 1.同样令 d 1也展开

成: d1= d10+ �d11+ �2d12+  �id1i+  (6)

根据文[ 12]的分析,设:

ts0= d10T , ts1= ( d 10+ �d11) T ,

ts2= ( d 10+ �d11+ �2d12) T ,  
(7)

式中 tsi( i = 0, 1, 2,  )表示稳态周期解 x 中仅含有主分量 x0、

一阶修正量 x1  直至 i阶修正量 xi 时开关管切换的时刻.

为简化计算,我们利用函数泰勒级数的一阶近似来迭代求解

d1i (详细推导见文[ 13] p33) ,即:

d 10= K 0+ K1� x0, d11= K1� x1( ts0)

d 12= K 1�
! x1

! t t = t
s0

d11T + K 1� x2 ( ts1) ,   
(8)

假设电感电流分段线性, 其上升和下降阶段的斜率分别

为 m1、m2 (见图 1( b) ) , 则稳态时有:

∀iL=
1
T!

d
1
T

0
( I 0+ m1 t)+ !

d
2
T

0
( I 0+ m1d1T- m2 t) dt (9)

式中 I 0为电感电流在一周期开始时的初始值, 对于 Boost、

Buck、Buck/ boost等基本二阶 PWM 变换器, 电感电流不连续

时,一般有: I 0= 0. 若不考虑电路寄生参数, m1 和 m2 通常为

输入电源和输出电容电压平均值的函数. 利用稳态时 m1d1T

= m2d 2T , 则由上式可将 d3 表示成电源电压 E、状态变量平

均值 #x 及d1 的函数:

d3= 1- d1- (∀iL- md2
1 ) / md1= h1( E, d1 , #x ) (10)

式中 m = m1T / 2.同样, 将 d3也展开成级数形式:

d3= d30+ �d31+ �2d32+  + �id3 i+  (11)

用迭代法求解式(11)中的 d3i . 函数 h1 ( E, d 1, #x )用其在

( d10+ �d11+  + �i- 1d1( i- 1) , #x 0+ �#x1+  + �i- 1#x i- 1)处的泰

勒级数的线性项来近似,则:

d30= h1 (E , d10 , #x0)

d31=

! h1
! d1

d
1
= d

10

#x= #x
0

�d11+

! h1

!#x d
1
= d

10

#x = #x
0

�#x 1

� = H 1
11�d 11+ H1

12�#x1

d32=

! h1
! d1

d
1
= d

10
+ d

11

#x= #x
0
+ #x

1

�d12+

! h1

!#x d
1
= d

10
+ d

11

#x = #x
0
+ #x

1

�#x2

� = H 1
21�d 12+ H1

22�#x2

  
(12)

2�2� 开关函数 �( 1)及 �( 3)的确定

利用等效小参量法分析开关变换器时, 对开关函数的处

理是关键. 文献[ 12, 13]详述变换器闭环工作状态下如何将离

散的开关函数展开成连续函数表示的级数形式. 根据前文的

分析, d3 和 d1 具有相同的级数展开形式, 因而 �( 3)可展开成

同 �( 1)相同形式的傅氏级数, 即:

�( k)= b ( k)
0 + ∀

#

m= 1

[ b ( k)
m � ejm + ∀b ( k)

m �e- jm ] (13)

式中, k= 1, 3,下文同; 各系数由下式确定:

b ( k)
0 =

1
T!

T

0
�( k) ( t) dt= d ( t)

b ( k)
m =

1
2

( !( k)
m - j∀( k)

m ) , m= 1, 2,  

!( k)
m =

2
T!

T

0
�( k) ( t)�cos( m#t) dt

∀( k)
m =

2
T!

T

0
�( k) ( t)�sin( m#t) dt

(14)

令  = #t ,其中: #= 2∃/ T ,根据占空比的级数展开式(6)或式

(11) , 对式(14)中的有效积分区间进行划分, 并且, 因 dk0< 1,

故有 dki∃ 1, 同时, 由于采用等效小参量法, 当 m 取值较大

时, 则相应的 dki的阶数也较高. 于是可利用如下近似:

sin( �m∃dk1) ∃ �m∃dk1( m= 1) ,

sin( �2m∃dk2) ∃ �
2m∃dk2( m 3) ,   

1
2
�idki ∃ ( dk0+ �dk1+ �2dk2+  �i- 1dk( i- 1) )

(15)

则式(13)开关函数可表示成如下级数:

�( k)= �( k)
0 + ��( k)

1 + �2�( k)
2 +  (16a)

式中:

� �

�( k)
0 = dk0+ b( k)

10 ej + c� c,

�( k)
1 = dk1+ b( k)

11 ej + b ( k)
20 ej2 + b ( k)

30 ej3 + c� c,

�( k)
2 = dk2+ b( k)

12 ej + b ( k)
21 ej2 + b ( k)

31 ej3 

� � � � + b ( k)
40 e j4 + b ( k)

50 e j5 + c� c,   

上式中, c . c 表示共轭复数, 下文同.其中:

b ( k)
mi =

1
2

( !( k)
mi - j∀( k)

mi ) ( m = 1, 2,  , i= 0, 1, 2,  )

!
( k)
m0 =

sin2m∃dk0

m∃ , ∀
( k)
m0 = %

1- cos2m∃dk0

m∃

!( k)
mi ∃2dki cos2m∃( dk0+ �dk1+  + �i- 1dk( i- 1) )

∀
( k)
mi ∃ % 2dki sin2m∃( dk0+ �dk1+  + �

i - 1
dk( i- 1) )

( i = 1, 2,  )

( 16b)

式(15) ~ ( 16b ) 的推导及说明可参见文 [ 12] . k = 3 时, 式

(16b)中 ∀( k)
m0 , ∀( k)

mi 前取& - ∋号.

3 � DCM下闭环系统时变方程的求解

� � 利用等效小参量法求解式( 1) .根据等效小参量法的基本

原理[ 7~ 9]及多拓扑模式变换器的等效小参量分析法[ 11] , 将稳

态周期解 x 和非线性函数 f ( k) ( k= 1, 2, 3,  )展开为如下主

项与小量之和的级数形式[ 11] :
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x= x0+ ∀
#

i= 1

�
i
x i, f

( k)
= f

( k)
0 + ∀

#

i= 1

�
i
f

( k)
i (17)

式中: i 为近似阶数; �的含义见前文说明. x0 和 f ( k)
0 分别为

x 和f
( k)
的主分量, x i和f

( k)
i 分别为 x 和f

( k)
的第 i 阶分量. x0

和 x i 可用傅氏级数表示 (见文献[ 8] ) . 将稳态周期解 x 的级

数展开式和开关函数�( k)级数展开式(16a)分别代入式( 2)定

义的非线性函数表达式中,并与式( 17)中非线性函数的级数

展开式相比较即可得 f ( k)
i 函数的表达式.即是:

f ( k)
0 = �( k)

0 ( x0+ e( k) )

f
( k)
1 = �

( k)
1 ( x0+ e

( k)
) + �

( k)
0 x1

f ( k)
2 = �( k)

2 ( x0+ e( k) ) + �( k)
1 x1+ + �( k)

0 x2,  

(18)

将 f ( k)
i 分解成主项与余项之和:

f ( k)
i = f ( k)

im + �R( k)
i+ 1( i= 0, 1, 2,  ) (19)

其中主项 f ( k)
im 由 f ( k)

i 中与 xi 具有相同频率集的项组成.

式中各项的定义及其频率集的确定方法同开环时一样. 根据

文献[ 11]多拓扑开关变换器的等效小参量求解方法 ,可得求

解式( 1)稳态周期解的主振荡分量及其各阶谐波分量的迭代

方程组如式(20) .利用谐波平衡法逐次求解式( 20) , 可求得系

统状态变量的主振荡分量及其各阶谐波分量. 其详细过程可

参见文献[ 12]或下文实例.

G0( p ) x 0+ G1( p )f (1)
0m + G3( p )f (3)

0m= u

G0( p ) x 1+ G1( p )f (1)
1m + G3( p )f (3)

1m= - [ G1( p) R (1)
1 + G3( p )R (3)

1 ]

G0( p ) x 2+ G1( p )f (1)
2m + G3( p )f (3)

2m= - [ G1( p) R (1)
2 + G3( p )R (3)

2 ]

  

(20)

图 1 � ( a)DCM PWM Boost 调节器 � ( b)DCM电感电流波形

4 � 求解实例

� � 图 1 是一稳态时工作于电感电流不连续模式下的 Boost

调节器.其电路参数为:

主电路: E= 16V, L = 208%H , C = 222%F, R = 12�5& ; 控制

电路: Vr= 2�5V, R1= 18k& , R2= 2k& , R3= 0�5k& , R4= 500k& ,

Cf= 2%F,锯齿波函数幅值 Vp= 7�5V,其频率 f s= 2�5kHz, ( T=

1/ f s) .

描述系统的状态微分方程如式(1) .其中:

G0( p )=

p
1
L

0

-
1
C

p+
1

RC
0

0 -
g2

R3Cf
p+

1
R4Cf

,

G1( p ) = G3( p ) =

0 -
1
L

0

-
1
C

0 0

0 0 0

,

x = [ iL � vo � vf ]
T , e( 1) = 0, e( 3) = [ 0� - E � 0] T ,

u=
E
L � 0 �

- Vrg 1

R3Cf

T

,

g =
1

R1
+

1
R2

+
1
R3

, g1= 1-
1

R3�g
, g2=

1
R1�g

d1由式( 4)确定, 其中: K 0= Vr / Vp , K 1= [ 0� 0� - 1/ Vp ] .

根据式( 9) , (10) :

d3= 1- d1- ( K 11#x- md2
1) / ( md1) (21)

其中: K 11= [ 1� 0� 0] , m= ( E�T ) / (2L )

4�1� 主振荡分量的求解

状态变量的主分量为直流分量,因此可设:

x0= a00= [ I 00 � V00 � Vf00]
T (22)

则根据式( 18) , (19)有:

f (1)
0m = d10a00 , R

( 1)
1 = b (1)

10 a00e
j + c� c

f ( 3)
0m = d30 ( a00+ e( 3) ) , R( 3)

1 = b( 3)
10 ( a00+ G ( 3) ) ej + c� c (23)

将 x0 及 f ( 1)
0m、f

( 3)
0m代入式( 20)第一式得:

G0( 0) a00+ G1 (0) d10a00+ G3(0) d30 ( A00+ e( 3) ) = u (24)

由式(8)、(12)及式(21) :

d10= K0+ K 1a00

d30= 1- d 10- ( K11a00- md2
10 ) / ( md 10)

(25)

联合式(24) , 式(25)可求得 a00 , d10, d30的表达式.由上可

见, 它们的求解均为非线性的,需采用符号法或数值法进行求

解.

4�2� 一阶修正量的求解
根据式( 23) R (1)

1 , R( 3)
1 只含一次谐波,可设:

x1= a11e
j + #a11e

- j (26)

则由式( 18)、式(19)有:

f ( 1)
1m = ( d10 a11+ b (1)

11 a00) ej + c. c

R
( 1)
2 = ( b

( 1)
10 #a11+ ∀b

( 1)
10 a11+ d11a00 )+ ( b

( 1)
10 a11

� + b ( 1)
20 a00) e j2 + b ( 1)

30 a00e
j3 + c. c

f ( 3)
1m = [ d30 a11+ b (3)

11 ( a00+ e ( 3) ) ] ej + c. c

R( 3)
2 = [ b( 3)

10 #a11+ ∀b ( 3)
10 a11+ d31( a00+ e (3) ) ] + [ b( 3)

10 a11

� + b ( 3)
20 ( a00+ e( 3) ) ] ej2 + b( 3)

30 ( a00+ e (3) ) ej3 + c . c

(27)

将 f ( 1)
1m、f

( 3)
1m和R ( 1)

1 、R
( 3)
1 代入式(20)第二式得:

[ G0( j#) + G1( j#)� d10+ G3( j#)�d 30] � a11= - G1 ( j#) ( b (1)
11 +

b (1)
10 ) a00- G3( j#) [ ( b ( 3)

11 + b( 3)
10 ) ( a00+ e( 3) ) ] (28)

设  s0= 2∃d10, ∋s0= 2∃d30 ,则根据式(16)有:

b (1)
11 = d11� e- j 

s0 , b ( 1)
11 = d11�e j 

s0, 又由于 #x1= 0, 根据式 (8)及

(12)有: d11= K1� ( a11e
j 

s0+ #a 11e
- j 

s0)及 d31= H 1
11d11, 设:
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G= G0( j#) + G1( j#)�d10+ G3( j#)� d30

A12= - G- 1�G1( j#) , A 13= - G- 1�G3( j#)

B10= A12�b (1)
10 �ej s0, Q10= A13�b ( 3)

10 �ej∋s0

F= H 1
11�ej (  s0+ ∋

s0
)

B1= K1[ ( B10+ %B 10 ) a00+ ( Q10+ %Q10) ( a00+ e (3) ) ]

A 1= 1- K1 [ ( A 12+ %A12) a00+ ( A 13F+ %A13#F ) ( a00+ e (3) ) ]

(29)

则有: d 11= B1/ A 1, 因而由式(28)可求得:

� � a11= - G- 1( j#) [ G1( j#) ( b( 1)
11 + b ( 1)

10 ) a00

+ G3( j#) ( b ( 3)
11 + b( 3)

10 ) ( a00+ e( 3) ) ] (30)

4�3 � 二阶修正量的求解

根据式(27)中 R( 1)
2 , R ( 3)

2 含直流分量、二次谐波及三次谐

波,可设:

x2= a02+ ( a22e
j2 + a32e

j3 + c. c) (31)

则由式(18) ,式(19)有:

f ( 1)
2m = ( d 10a02+ b( 1)

11 #a11+ ∀b ( 1)
11 a11+ d12a00 )

+ ( d10a22+ b ( 1)
11 a11+ b ( 1)

30 #a11+ b ( 1)
21 a00) e j2 

+ ( d10a32+ b ( 1)
10 a22+ b ( 1)

20 a11+ b ( 1)
31 a00) e j3 + c. c

f ( 3)
2m = [ d 30a02+ b( 3)

11 #a11+ ∀b ( 3)
11 a11+ d32( a00+ e (3) ) ]

+ [ d30a22+ b ( 3)
11 a11+ b ( 3)

30 #a11+ b ( 3)
21 ( a00+ e( 3) ) ] ej2 

+ [ d30a32+ b ( 3)
10 a22+ b ( 3)

20 a11+ b ( 3)
31 ( a00+ e( 3) ) ] ej3 + c . c

(32)

将 f ( 1)
2m , f ( 3)

2m , R ( 1)
2 , R( 3)

2 代入式( 20)第三式可得求解二阶修正

量中直流分量、二次谐波及三次谐波的方程组 :

a22= - G- 1
2 � ( B22+ Q22)

a32= - G- 1
3 � ( B32+ Q32)

G0 a02+ G1(0) a00d12+ G3( 0) ( a00+ e ( 3) ) d32= - ( B02+ Q02)

(33)

式中:

G2= G0( j 2#) + G1( j 2#)�d 10+ G3(j 2#)�d 30

B 22= G1( j 2#)[ ( b ( 1)
10 + b (1)

11 ) a 11+ ( b ( 1)
20 + b (1)

21 ) a 00+ b (1)
30 #a11]

Q22= G3( j 2#) [ ( b ( 3)
10 + b (3)

11 ) a11+ ( b (3)
20 + b ( 3)

21 ) ( a00+ e (3) ) + b ( 3)
30 #a11]

G3= G0( j 3#) + G1( j 3#)�d10+ G3( j 3#)� d30

B 32= G1( j 3#) [ b (1)
10 a22+ b ( 1)

20 a11+ ( b (1)
30 + b ( 1)

31 ) a00]

Q32= G3(j 3#) [ b (3)
10 + a 22+ b ( 3)

20 a11+ ( b (3)
30 + b (3)

31 ) ( a00+ e ( 3) ) ]

G0= G0(0) + G1(0) d 10+ G3( 0) d 30

B02= G1( 0) [ ( b (1)
10 + b (1)

11 )#a11+ ( ∀b ( 1)
10 + ∀b (1)

11 ) a 11+ d 11a 00]

Q02= G3( 0) [ ( b ( 3)
10 + b (3)

11 )#a 11+ (∀b ( 3)
10 + ∀b (3)

11 ) a11+ d 31( a00+ e (3) ) ]

由式( 33)可见 a22、a32的求解是线性的, 而 a02. 的求解是

非线性的.其中 d12可根据式(8)来确定. 设:

P11= a11e
j 

s0, P22= a22e
j 

s1, P32= a32e
j 

s1,

(  s0= 2∃d10 ,  s1= 2∃( d10+ d11) )

M= - K1�4∃d11 I ( P11) + 2K 1[ R( P22)+ R( P32) ]

(34)

式中 I (�) , R(� )分别表示共轭复数的虚部和实部.则由式(8)

及(12)有:

d12= M+ K1� a02

d32= H 1
21�d12+ H1

22�a02

(35)

联合式( 33~ 35)可得: a02= B2/ A2 (36)

式(36)中:

A2= G0+ G1(0) a00K1+ G3(0) ( a00+ e (3) ) ( H 1
21K1+ H 1

22)

B2= B 02+ Q02- G1( 0) a00M- G3 (0) ( a00+ e( 3) )H(21M

最后可求得主电路状态变量包含直流分量及前三次谐波

的稳态周期解为:

iL= 3�2793- 2�2452cos + 3�4186sin - 0� 6579cos2 

- 0�2409sin2 - 0�0078cos3 - 0�3045sin3 
vo= 25�0182- 0�3962cos - 1�0736sin + 0�2067cos2 

+ 0�0931sin2 - 0�0318cos3 + 0�0835sin3 
占空比: d1= 0�2819, d3= 0�2438,稳态一周期内主电路状态变

量前三次谐波同 Pspice5仿真结果比较如图 2.

图 2 � 状态变量纹波比较:符号仿真(虚线)与Pspice仿真(实线)

用 Pspice5对图 1 仿真可得直流分量为: Idc= 3� 1510( A) ,

Vdc= 24� 9390(V) ,同本文符号仿真结果一致.由纹波比较及直

流分量比较可见本文方法所得的结果同 Pspice5 仿真的结果

也是一致的.

5 � 结论

� � 本文将文献[ 12]提出的连续导电模式 PWM 变换器闭环

系统的符号分析法推广于不连续导电模式 ( DCM) PWM 变换

器闭环系统的稳态分析中, 获得 DCM 工作的 PWM 变换器闭

环系统状态变量的稳态周期解. 闭环工作时, PWM 变换器中

开关晶体管的导通时间由反馈控制电路来确定, 对于 DCM 工

作的变换器, 用等效小参量分析的关键之处在于确定电感电

流不连续阶段所持续的时间同整个开关周期的比值 d 3, 借助

于稳态时电感电流的波形及和稳态直流分析, 本文提出确定

d3的方法, 仿真实例表明,本文方法同 Pspice5 仿真结果一致,

具有较高的准确性.
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